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1 Introducao

A teoria do consumidor é, essencialmente, uma teoria da escolha individual. H&4 duas abordagens distintas.
Na primeira delas considera-se como caracteristica primitiva do modelo as relagoes de preferéncias dos agentes
econdmicos, que doravante chamaremos simplesmente de consumidores, dado que estamos em um contexto
de teoria do consumidor. De acordo com esta abordagem listamos uma série de axiomas de racionalidade
que, combinados, descrevem as caracteristicas de um consumidor e entao verificamos as conseqiiéncias para
as escolhas observaveis. Tal abordagem é baseada em quatro elementos bdsicos, a saber: i) o conjunto de
consumo; ii) o conjunto factivel (ou conjunto or¢amentdrio); iii) a relagdo de preferéncias; e iv) uma hipétese
comportamental. Alternativamente, poderiamos considerar como caracteristica primitiva do modelo a escolha
do consumidor e, a partir dai, verificarmos quais sao os tipos de restrigoes que sao diretamente impostas
sobre o comportamento do consumidor. A hipétese central desta abordagem é o axioma fraco da preferéncia
revelada que, uma vez sendo satisfeito, ird impor restricoes ao tipo de comportamento que se espera observar.
Discutiremos tal abordagem mais adiante.

2 O Conjunto de Consumo

Em primeiro lugar precisamos ter uma descri¢gdo completa dos bens e servigos que estao disponiveis. Sem perda
de generalidade, chamaremos quaisquer tais bens e servigos simplesmente de mercadorias ( "commodities") Uma
cesta de mercadorias ("commodity bundle”, i.e., uma descri¢do da quantidade de cada uma das mercadoria
disponiveis) pode ser descrita através de um vetor x = (z,,%,, - ,z,) € RE. Desse modo, nés iremos nos
referir a uma mercadoria "genérica" como [ € {1,2,---, L} (i.e., I pode ser qualquer uma das L mercadorias)
e denotaremos a quantidade da mercadoria ! por z; (note que z; > 0). Assim, se o consumidor possuir uma
dada cesta de mercadorias = (x,,z,, -, 2, ) entdo dizemos que ele possui z; unidades da mercadoria 1, x2
unidades da mercadoria 2, e assim por diante.

Definicao 1 Conjunto de Consumo
E o conjunto constituido de todas as combinagdes de cestas (mutuamente exclusivas) contendo as L mer-
cadorias disponiveis

Por simplicidade ndés chamaremos este conjunto de X e nos restringiremos aos casos onde X satisfaz as
seguintes hipéteses:
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i) #£X CRE;
ii) X ¢é fechado e convexo;
iii) 0 € X.
Em geral consideraremos X = %i ou X = %i 4

3 O Conjunto Orgcamentario

Definigao 2 Conjunto Or¢amentario
Dada uma certa renda R € Ry e um certo vetor de pregos das mercadorias p = (py, Doy, ) € ?RJLF+,
entdo o chamaremos de By r ao conjunto das cestas que o consumidor pode dispor dada a sua renda e os
precos das L mercadorias:
Bpr={x€X; px<R, p€§Ri+, ReRit}

Note que se existirem somente duas mercadorias, i.e., L = 2, entao:
i) O conjunto de consumo serd X =R ou X = R% ;

ii) O conjunto orgamentério sera:

Bpl,me = {(xlaxZ) € X; DT, TP, T, <R, (p17p2)€§R3-+7 R e §R-‘r-i—}

4 As Relacoes de Preferéncias

A relagdo de preferéncia representada por = é uma relacio bindria! definida sobre o conjunto de alternativas
X, permitindo comparagoes de pares de alternativas x,y € X. Nés lemos x = y (i.e., X,y €=) como "x é pelo
menos tao boa quanto y". De = podemos derivar outras duas relagoes sobre X:

i) A relagao de preferéncia estrita, >, definida por
X-y&SXr-rymasnaoy = X
e lida como "x é preferivel a y".2
ii) A relacdo de indiferenga, ~, definida por:
X~y&Xryey-X
e lida como "x é indiferente a y".

Em boa parte dos estudos de Teoria Microeconomica as preferéncias individuais sdo, por hipotese, racionais.
A hipétese de racionalidade estd incorporada em duas hipdteses bdsicas sobre a relagdo de preferéncias =:
completude e transitividade.

Definigao 3 A relacdo de preferéncias = é racional se ela satisfizer as sequintes duas propriedades:
i) completeza: para todos x,y € X, oux =y, ouy »= X, ou ambas;
it) Transitividade: para todos x,y,z € X, sex =y € sey = z, entdo X = z.

1'Uma relacdo binéria definida em um conjunto X é uma regra que define subconjuntos especificos de X x X.
2 Alguns autores referem-se a x > y como "x é fracamente preferivel a y" e x > y como "x ¢é estritamente preferivel a y", mas
seguiremos a terminologia acima.



A hipétese de que a relagdo de preferéncias > é completa e transitiva tem implicagGes sobre as relages de
preferéncia estrita e indiferenga > e ~ sumarizadas na proposi¢ao abaixo:

Proposigao 1 Se = ¢ racional entdao:

i) = ¢é tanto wrreflexiva (pois ndo vale x = x) e transitiva (se x =y ey = z , enltdo X > z);

i1) ~ é reflexiva (pois x ~ X para todo x), transitiva (sex ~y ey ~ z , entdo X ~ z), e simétrica
(se x ~y entioy ~ x);

iii) sex =y =z , entdo X - z.

Prova. Omitida. =

4.1 Hipéteses de Desejabilidade

Definigao 4 A relagao de preferéncias = sobre X é mondtona se para todos X,y € X sey >x ey # X
implicar que 'y > X.

Definicao 5 A relacao de preferéncias = sobre X é fracamente mondtona se para todos X,y € X sey > x
implicar que y > X.

Uma hipdétese mais fraca de desejabilidade que fracamente mondtona que serd suficiente na maioria dos
casos é definida a seguir.

Definigao 6 A relacao de preferéncias = sobre X é localmente nao sacidvel se para todo x € X e todo
e > 0 existir ao menos um'y € B:(x) N X tal que y > x.

Uma consequéncia desta dltima hipétese é que, uma vez sendo satisfeita, pode-se assegurar que o consumidor
ird esgotar a renda. l.e., se as preferéncias forem localmente nao sacidveis entao podemos assegurar que:

By, ={xe€X; px=uw, pE?RiJr, we R}

Proposigao 2 Seja uma relacio de preferéncias = sobre X.
i) Se = é mondtona, entao também é fracamente mondtona;
i1) Se = € fracamente mondtona, entdo também é localmente ndo saciduel.

Prova. Omitida =
4.2 Hipoéteses de Convexidade

Definigao 7 A relagio de preferéncias = sobre X é estritamente convexa se para todos x,y,z € X wvaler
quey = x ez = X, ey # z implicar Xy + (1 — Nz = x, para todo \ € (0,1).

Definigao 8 A relagio de preferéncias = sobre X é convexa se para todos X,y,z € X valer que sey = X e
z = X, entdo Ay + (1 — \)z = x, para todo X € [0,1].



4.3 Outras Hipéteses

Definicao 9 Uma relacao de preferéncias = sobre X = %i é homotética se todos os conjuntos de indiferenca
sao relacionados através de expansoes proporcionais ao longo de raios; isto é, se X ~ 'y, entGo AX ~ \y para
qualquer A > 0.

Defini¢ao 10 A relagdo de preferéncias »= sobre X = (—o0,00) X %ifl é quase linear com relagcdo o mer-
cadoria 1 (chamada, neste caso, de mercadoria numerdria) se:>

i) Todos os conjuntos de indiferenca sio deslocamentos paralelos um do outro ao longo do eixo da
mercadoria 1. Le., se x ~y, entdo (x + ae,) ~ (y + ae,), para e, = (1,0, ...,0) e qualquer o € R.

it) O bem 1 ¢é desejquel; Le., x + ae, = x para todo x e a € R4 .

5 Preferéncia e Utilidade

Uma fungéo de utilidade u(x) associa um valor numérico a cada elemento de X, ordenando os elementos de X
de acordo com as preferéncias individuais.

Defini¢ao 11 Uma fungao u : X — R é uma fungdo de utilidade representando a rela¢ao de preferéncias
> se, para todos X,y € X,
X Zy < ux) = uly)

E importante notar que a representacio através de uma funcio de utilidade que representa uma relacio de
preferéncia > néo é tnica. Para qualquer funcao estritamente crescente f : ® — R, v(x) = f(u(x)) é uma nova
fungao de utilidade representando as mesmas preferéncias como u(x).

Proposigao 3 Uma relagdo de preferéncias = pode ser representada por uma func¢do de utilidade apenas se
ela for racional.

O fato de a relacao de preferéncias ser racional nao estabelece a condigao de suficiéncia para que possa vir
a ser representada através de uma funcio de utilidade.*

Exemplo 1 As preferéncias lexicogrificas nao podem ser representadas através de uma fungdo de utilidade.
Seja X = %i
TrYS T, >x, 0ux, =Y, €T, >,

Uma hipétese que é necesséria para se assegurar a existéncia de uma fungao de utilidade é que a relacao de
preferéncias seja continua.

Definigao 12 A relacio de preferéncias = sobre X é continua se ela é preservada nos limites. Il.e., para
qualquer x € %i o conjunto das cestas que sao pelo menos tio boas quanto x {y € X;y = x,x € %ﬁ} e o
conjunto das cestas que ndo sao melhores que x {y € X;x = y,x € §R£} sao conjuntos fechados em §R£ Ou,
de outro modo, dada uma sequéncia de cestas {x"}>° , tais que x™ = x° para todo n e x™ — x*entio x* = x.

3Mais geralmente, preferéncias podem ser quaselineares com relacio a qualquer mercadoria I € (1,2, ..., L).
4Note que é possivel que se tenha uma relacio de preferéncia que é racional, mas que nao é continua e ainda assim possa vir a
ser representada através de uma fungao de utilidade.



As preferéncias lexicogréficas nao sao continuas.

Se a relagao de preferéncias = for racional e continua entao ela pode ser representada através de fungoes de
utilidade. De fato, conforme a proposicao a seguir, a continuidade de uma relacao de preferéncias racional >
é suficiente para assegurar a existéncia de uma fungao de utilidade continua.

Proposigao 4 Suponha que a relacao de preferéncias racional = sobre X é continua. Entdo existe uma fungao
de utilidade continua u(X) que representa .

As restrigoes de desejabilidade, convexidade e outras impostas sobre a relacdo de preferéncias = sobre
X podem ser reinterpretadas sob a forma de fungbes de utilidade representando tais preferéncias. Como
exemplos: a propriedade de monotonicidade implica que a funcdo de utilidade é crescente: wu(x) > u(y) se
x > y; a propriedade de convexidade (convexidade estrita) implica que u(+) é quase-concava (respectivamente
estritamente quase-concava).’

6 Escolha do Consumidor

O problema do consumidor (encontrar as demandas Marshallianas) consiste em escolher a cesta que maximiza
as preferéncias do consumidor dentre as alternativas disponiveis:

max x € >~ (1)
z€B, R

Se as preferéncias além de racionais e continuas (e, portanto passiveis de serem representadas através de
fungoes de utilidade) entdo o problema do consumidor pode ser escrito como:

xg&%RU(X) (2)

A existéncia da solugdo deste problema é assegurada pois se B, g € um conjunto nao vazio (pois R € §Ri +)
e fechado e limitado - e, portanto, compacto - (pois p € R, ) e u(x) ¢ uma fungao continua entdo vale o
teorema de Weierstrass - toda fungdo continua definida em um conjunto compacto alcanga um méximo.

Proposicao 5 Se B, g é um conjunto ndo vazio (pois R € §Ri 1) e fechado e limitado - e, portanto, compacto
- (pois p € RE, ) e u(x) é uma fungio continua, entio o problema de mazimizagio de utilidade tem uma
solugao.

A unicidade da solucéo ¢ assegurada no caso onde as preferéncias sao estritamente convexas. No caso onde
as preferéncias sao convexas, mas nao estritamente, a unicidade da solugao nao é mais garantida.

Se as preferéncias além de racionais e continuas (e, portanto passiveis de serem representadas através de
funcgoes de utilidade) também forem convexas (respectivamente estritamente convexas) e puderem ser represen-
tadas por uma fungéo de utilidade que, além de quase concava (respectivamente estritamente quase-concava),
também é continuamente diferencidvel diferencidvel entao as condigoes de primeira ordem do Lagrangeano
associado ao problema do consumidor, utilizando o procedimento de Kuhn-Tucker (respectivamente Lagrange)
sdo condigbes necessarias e suficientes para se obter as demandas marshallianas.

5A fungao de utilidade u(-) é quase-concava se o conjunto {y € R, u(y) > u(x)} é convexo para todo x € X ou, equivalente-
mente, se u(Ax + (1 —A)y) > min{u(x), u(y)} para todo x,y € X e todo A € [0,1]. Se a desigualdade ¢é estrita para todo x #y e
A € (0,1) entdo u(-) é estritamente quase-concava.



O Lagrangeano associado pode ser escrito como:

L=u(x)+ AR —px)+ pux (3)

Que implica nas condigbes de primeira ordem de Kuhn-Tucker:

oL
oL

= _R-px>
B\ R—px>0 (5)
g—i:xi>0,z:1,2,..,L (6)

E as condicGes de contorno:
oL .
xl% :Oﬁxl(uz(x)_A_pz'i_uz):Oa7’:17277L (7)
oL

)\a—O@)\(R—px)—O (8)
ui%:0©uixi:0,z’:1,2,...,L (9)

Onde devemos ressaltar que, nestas ultimas duas restrigoes nao podemos ter ambos os termos simultanea-
mente nulos.

De (8):
(R—px)=0 < A>0 (10)
ou
(R—px)>0 & A=0
De (9):
z;=0 & u; >0 (11)
ou

z;, >0 & ui:()

7 O Caso de 2 Bens

Doravante estarei considerando o caso onde as preferéncias de um consumidor definidas sobre um conjunto de
cestas de nao especializadas (i.e., o consumidor estard consumindo alguma quantidade estritamente positiva de
cada uma das mercadorias) com duas mercadorias (sem perda de generalidade suponha que tal conjunto pode
ser representado no §R%r ). Tais preferéncias satisfazem as seguintes propriedades: sao completas e transitivas
(e, portanto, sdo racionais), contfnuas®, monétonas (e, portanto, também sio localmente nao sacidveis)” e estri-
tamente convexas. Além disto, também estaremos restringindo a nossa andlise para o caso onde as fungdes de
utilidade que representam as mesmas escolhas do consumidor que aquelas que seriam feitas se considerdssemos
as relagoes de preferéncias sao diferencidveis em todos os pontos.

6Se as preferéncias sdo racionais e continuas entéo elas podem ser descritas por fungoes de utilidade.
"Se as preferéncias sdo localmente niio sacidveis entdo isto significa que a restricio no problema do consumidor & ativa (p.ex.
no caso da demanda marshalliana: o cosumidor ird gastar toda a renda na aquisigdo dos dois bens).



Entao podemos definir uma fungao de utilidade por:

u: R, - R

(1, 22) — u(z1, 22)

7.1 A Demanda Marshalliana

O Problema do consumidor consiste em deteminar a cesta de mercadorias que ird maximizar a utilidade do
consumidor dados os pregos dos bens (representado por um vetor p = (p1,p2) € R% +) e asua renda(R > 0),
ie.:

max u(z,,T 12
o max u(e.m) (12)

s.a. R=piz1 + poxo (13)

O lagrangeano associado seréd:

L = u(x1,72) + AR — p171 + p2t2)

As condicoes de primeira ordem serdo dadas por:

oL ou(xy, x2) B
821}1 =0= 8.%‘1 )\pl =0
oL ou(zy, x2) B
(91’2 =0= (9562 ApQ =0
oL

ﬁiOépr11'1+p2x2:0

Dadas as propriedades que sao satisfeitas pelas preferéncias podemos assegurar que as condigoes de primeira
ordem de Lagrange sao necessarias e suficientes para determinar a demanda marshalliana deste consumidor
para cada uma das mercadorias:

(z1,22) = (x1(p1,p2, R), z2(p1,p2, R)) (14)

7.2 A Demanda Hicksiana

O dual do problema do consumidor consiste em determinar a renda minima necessdria para se alcangar o
mesmo nivel de utilidade inicial, ap6és uma mudanca no prego de um dos bens. Por este procedimento podemos
determinar a demanda hicksiana que permite calcular as mudancas no consumo decorrentes de mudangas nos
pregos relativos.

i hi + pah 15
(hhg)lgwﬂpl 1T p2he (15)
s.a. u(hi,he) =7 (16)



O lagrangeano associado serd:

L = p1hy + paha — p(u(hy, h) — )

As condicoes de primeira ordem serao dadas por:

8L - Gu(hl,hg) -
on, TP ohy O
8.[/ - 8u(h1,h2) o
Bhy VTP ohy 0
oL

a—lu :0:>u(h1,h2)—E:0

Dadas as propriedades que sao satisfeitas pelas preferéncias podemos assegurar que as condigoes de primeira
ordem de Lagrange sao necessdrias e suficientes para determinar a demanda hicksiana deste consumidor para
cada uma das mercadorias:

(h1, h2) = (h1(p1,p2, ), ha(p1, p2, ) (17)

7.3 A Equacgao de Slutsky

A equagao de slutsky descreve a decomposicao do efeito prego em dois componentes: o efeito substituigdo e o

efeito renda: B
9zi(p1,p2, R) _ Ohi(py,p2, W) 736.5%(1717172,]%)
8pj 8])]‘ J OR

i, =1,2 (18)

Prova:
Em equilibrio é verdade que:
xi(pl7p27R) = hi(p17p27ﬂ) ) 1= 172

Logo, diferenciando em termos do preco do bem j:

9z;(p1,pe2, R) L Ozi(p1,p2, R) OR _ Ohi(py,p2, 1)
Gpj OR Gpj 8pj o

Oxi(p1,p2, R)  Ohi(p1,p2, ) xawi(phP%R)

8pj N 8pj J OR

c.q.d.



