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1.

GABARITO LISTA 1

(a) O jogador batedor do pénalti possui duas estratégias possiveis: ele pode chutar
para a esquerda (E) ou para a direita (D). Da mesma forma, o goleiro possui duas
estratégias: ele pode pular para o lado esquerdo (E) ou para lado direito (D). Os
jogadores escolhem suas estratégias simultaneamente. Vejamos agora os payoffs
possiveis para cada um dos jogadores, os quais sdo representados em termos de
pontos obtidos para o seu respectivo time. Se o batedor chuta para o mesmo lado
que o goleiro pular, ele ndo faz o gol. Dessa forma o jogo termina em empate e
cada time fica com 1 ponto. Se ele chutar para a direita e o goleiro pular para a
esquerda, ele com certeza faz o gol e seu time ganha o jogo, recebendo, portanto, 3
pontos e o time adversario zero. Agora, se o goleiro também pular para o lado
direito, em metade das vezes o batedor fara o gol e seu time ganharéd 3 pontos e o
adversario zero, e na outra metade das vezes ele ndo fard o gol e cada time ficard
com 1 ponto. Dessa forma, o payoff esperado do jogador ¢ (1/2).3 + (1/2).1 =2.Ja
o goleiro tem como payoft esperado nesse caso (1/2).0 + (1/2).1 = 1/2. Dadas as
estratégias e os payoffs para cada um dos jogadores, podemos representar o jogo
na forma normal.

GOLEIRO
(@) (1-9)
E D
JOGADOR (p) E 1,1 2,1/2
(1-p) D 3,0 1,1

Os payoffs sublinhados representam a melhor resposta para um jogador
dada a estratégia escolhida pelo outro. Por exemplo, se o batedor escolher
esquerda, o goleiro vai preferir esquerda também (pois 1 > 1/2), e se o goleiro
escolher esquerda, a melhor resposta para o jogador sera direita (pois 3 > 1).
Repare que ndo héa equilibros de Nash em estratégias puras. Vejamos agora em
estratdgias mistas.

A estratégia mista do batedor ¢ jogar esquerda com probabilidade (p) e
jogar direita com probabilidade (1-p) e do goleiro ¢ jogar esquerda com
probabilidade (q) e jogar direita com probabilidade (1-q). Agora queremos
encontrar os valores de p e q que caracterizam um equilibrio de Nash em
estratégias mistas desse jogo.



Repare que o batedor somente escolhera chutar para a esquerda se o seu
payoff esperado de jogar esquerda for pelo menos igual ao payoff esperado de ele
chutar para a direita. Caso contrario, ele escolheria jogar direita com certeza (i.e.,
p = 0). Da mesma forma, o batedor somente escolherd chutar para a direita se o
seu payoff esperado de jogar direita for pelo menos tdo alto quanto jogar
esquerda. Caso contrario, ele escolheria jogar esquerda com certeza (i.e., p = 1).
Dessa forma, veja que ele jogara esquerda se:

payoff esperado (E) > payoff esperado (D)
q-(1) + (1-9)(2) 2 q.3) + (1-q).(1)
3g=<1

Analogamente, ele jogara direita se:

payoff esperado (D) > payoff esperado (E)
q.3) + (I-q).(1) 2 q.(1) + (1-q).(2)
3g>1
q=>1/3

Portanto, concluimos que: se q > 1/3, o batedor jogara direita com certeza
(p =0); se q < 1/3, ele jogara esquerda com certeza (p = 1); e se q = 1/3, ele jogara
esquerda com probabilidade 0 < p < 1 e direita com probabilidade 0 < (1-p) < 1.
Para o goleiro vale o mesmo. Portanto, ele jogara esquerda se:

payoff esperado (E) > payoff esperado (D)
p.(1) + (1-p).(0) = p.(1/2) + (1-p).(1)
3/2)p=>1

Analogamente, ele jogara direita se:

payoff esperado (D) > payoff esperado (E)
p-(1/2) + (1-p).(1) 2 p.(1) + (1-p).(0)
32)p=<l1

Portanto, concluimos que: se p < 2/3, o goleiro jogara direita com certeza
(q=0); se p> 2/3, ele jogarad esquerda com certeza (q = 1); e se p = 2/3, ele jogara
esquerda com probabilidade 0 < q < 1 e direita com probabilidade 0 < (1-q) < 1.

Dado isso, podemos desenhar as fungdes melhor resposta para cada
jogador. O encontro dessas duas fungdes define o equilibrio de Nash em
estratégias mistas.
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Concluimos, portanto, que o equilibrio de Nash em estratégias mistas
desse jogo ¢ o batedor do pénalti chutar para a esquerda com probabilidade 2/3 e
para a direita com probabilidade 1/3 e o goleiro pular para a esquerda com
probabilidade 1/3 e para a direita com probabilidade 2/3. Ou, de maneira analoga,
p=2/3eq=1/3.

Uma forma alternativa de encontrar os equilibrios de Nash em estratégias
mistas ¢ através da maximizagdo da utilidade esperada de cada jogador (o batedor
escolhe p e o goleiro escolhe q).

- Problema do batedor: Max p.q.(1) + p.(1-q).(2) + (1-p).q.(3) + (1-p).(1-q).(1)
p

CPO:p)q+2-2q-3q-1+q=0
3q=1

- Problema do goleiro: Max p.q.(1) + p.(1-q).(1/2) + (1-p).q.(0) + (1-p).(1-q).(1)
q

CPO:q)p-(172)p-1+p=0
(32)p=1

(b) Masayoshi (M) e Nina (N) possuem duas estratégias: ir ao restaurante
Samurai ou ir ao restaurante Spaghetti. Dadas as estratégias e os payoffs para cada
um dos jogadores, podemos representar o jogo na forma normal.

N
(Q) (1-q)
Samurai | Spaghetti
M (p) | Samurai 3,2 0,0
(1-p) | Spaghetti 0,0 2,3




Vemos que ha dois equilibrios de Nash em estratégias puras nesse jogo:
(Samurai, Samurai) e (Spaghetti, Spaghetti). Agora vejamos os equilibrios de
Nash em estratégias mistas. M escolhera ir a0 Samaurai se:

payoff esperado (Samurai) > payoft esperado (Spaghetti)
q.3) + (1-9).(0) 2 4.(0) + (1-9).(2)
5q=>2

Analogamente, M escolherd ir ao Spaghetti se:

payoff esperado (Spaghetti) > payoff esperado (Samurai)
q.(0) + (1-9).(2) =2 4.(3) + (1-9).(0)
5q<2
q=<2/5

Portanto, concluimos que: se q < 2/5, M ird ao restaurante Spaghetti com
certeza (p = 0); se q > 2/5, ele ird ao restaurante Samurai com certeza (p = 1); e se
q = 2/5, ele ird ao Samurai com probabilidade 0 < p < 1 e ao Spaghetti com
probabilidade 0 < (1-p) < 1.

Para N vale o mesmo. Portanto, ela ira ao Samurai se:

payoff esperado (Samurai) > payoff esperado (Spaghetti)
p.(2) + (1-p).(0) 2 p.(0) + (1-p).(3)
S5p=>3

Analogamente, N ir4 ao Spaghetti se:

payoff esperado (Spaghetti) > payoff esperado (Samurai)
p.(0) + (1-p).(3) 2 p.(2) + (1-p).(0)
5p<3

Portanto, concluimos que: se p < 3/5, N ira ao restaurante Spaghetti com
certeza (q = 0); se p > 3/5, ela ird ao restaurante Samurai com certeza (q = 1); e se
p = 3/5, ela ird a0 Samurai com probabilidade 0 < q < 1 e ao Spaghetti com
probabilidade 0 < (1-q) < 1.

Dado isso, podemos desenhar as fungdes melhor resposta para cada
jogador. O encontro dessas duas fungdes define o equilibrio de Nash em
estratégias mistas, que ¢ p = 3/5 e q = 2/5. Isto ¢, M vai ao Samurai com
probabilidade 3/5 e ao Spaghetti com probabilidade 2/5 e N vai ao Samurai com
probabilidade 2/5 e ao Spaghetti com probabilidade 3/5.
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As estratégias do jogador A sdo sacar para a esquerda (E) ou sacar para a direita
(D) e as estratégias do jogador B sdo correr para a esquerda (E) ou correr para a
direita (D). Agora vejamos os payoffs possiveis para cada um dos jogadores.

Se A saca para a esquerda, ele acerta 100% dos saques. Dai, se B corre
para a direita, com probabilidade de 20% ele retribui uma bola indefenséavel e
80% das vezes erra. Portanto, os payoffs para o par de estratégias (E, D) sdo:

A:0,8.(1000) + 0,2.(-1000) = 600
B: 0,8.(-1000) + 0,2.(1000) = -600

Agora, se B corre para a esquerda, com probabilidade de 60% ele retribui
uma bola indefenséavel e 40% das vezes devolve uma bola fécil e A ganha. Dai, os
payoffs para o par de estratégias (E, E) sdo:

A: 0,6.(-1000) + 0,4.(1000) = -200
B: 0,6.(1000) + 0,4.(-1000) = 200

Se A saca para a direita, ele acerta 90% dos saques e erra 10% deles. Dai,
se B corre para a esquerda, com probabilidade de 20% ele retribui uma bola
indefensavel e 80% das vezes erra. Portanto, os payoffs para o par de estratégias
(D, E) sdo:

A: 0,9.0,8.(1000) + 0,9.0,2.(-1000) + 0,1.(-500) = 490
B: 0,9.0,8.(-1000) + 0,9.0,2.(1000) + 0,1.(500) = -490

Agora, se B corre para a direita, com probabilidade de 50% ele retribui
uma bola indefenséavel e 50% das vezes devolve uma bola fécil e A ganha. Dai, os
payoffs para o par de estratégias (D, D) sdo:

A:0,9.0,5.(1000) + 0,9.0,5.(-1000) + 0,1.(-500) = -50
B: 0,9.0,5.(-1000) + 0,9.0,5.(1000) + 0,1.(500) = 50



(a) Abaixo estdo as representagdes do jogo, respectivamente, na forma normal e
na forma extensiva.

B
()] (1-q)
E D
A (p) E -200, 200|600, -600
(1-p) D 490, -490| -50, 50

(-200, 200) (600, -600) (490, -490) (-50, 50)

(b) Nao ha equilibrio de Nash em estratégias puras. Vejamos agora em
estratégias mistas. A sacara para a esquerda se:

payoff esperado (E) > payoff esperado (D)
q-(-200) + (1-q).(600) > q.(490) + (1-q).(-50)
1340q < 650

q < 0,485
Analogamente, A sacard para a direita se:

payoff esperado (D) > payoff esperado (E)
q.(490) + (1-q).(-50) > q.(-200) + (1-q).(600)
1340q > 650
q>0,485

Para B vale o mesmo. Portanto, ele correra para a esquerda se:
payoff esperado (E) > payoff esperado (D)

p.(200) + (1-p).(-490) = p.(-600) + (1-p).(50)
1340p > 540



p>0,403
Analogamente, ele correra para a direita se:

payoff esperado (D) > payoff esperado (E)
p-(-600) + (1-p).(50) > p.(200) + (1-p).(-490)
1340p < 540

Dado isso, podemos desenhar as fun¢des melhor resposta para cada
jogador. O encontro dessas duas fungdes define o equilibrio de Nash em
estratégias mistas, que ¢ p = 0,403 e q = 0,485. Isto €, A sacard para a esquerda
com 48,5% de probabilidade e sacard para a direita com 51,5% de probabilidade e
B correra para a esquerda com 40,3% de probabilidade e para a direita com 59,7%
de probabilidade.

0,9q7 ]

0,485 A

0 ‘
0 0,403 0,806

p

(c) Para calcular a probabilidade de A ganhar o jogo, veremos novamente 0s
quatro casos possiveis:

(E, B): p.q.0,4 = 0,403.0,485.0,4 = 0,078

(E, D): p.(1-q).0,8 = 0,403.0,515.0,8 = 0,166

(D, E): (1-p).q.0,9.0,8 = 0,597.0,485.0,9.0,8 = 0,209

(D, D): (1-p).(1-q).0,9.0,5 = 0,597.0,515.0,9.0,5 = 0,138

Como tais eventos sdo independentes, a probabilidade de A ganhar o jogo
¢ igual a soma das probabilidades acima, i.e., 0,591.
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Nos jogos 1 e 2, ndo podemos eliminar nenhuma estratégia. Isso porque
ndo existe nenhuma estratégia mista que atribua pesos a duas das estratégias puras
e que gere payoffs estritamente maiores do que a terceira estratégia.

No jogo 3, podemos eliminar as estratégias A e B, pois elas sdo
estritamente dominadas pela estratégia C. Nao importa qual estratégia o outro
jogador escolha, os payoffs de jogar a estratégia C serdo estritamente maiores do
que os payoffs de jogar a estratégia A ou B para o jogador linha: (2, 2) > (1, 0) e
(2,2)>(0, 1).

(i) x=1:
A 3, - 0, -
B 0, - 3,
C 1= =
A 2, - 1, -
B 2, - -
C T, - T, -
A 1, - 0, -
B 0, - 1.
C 1, - 1, -

No jogo 1, podemos eliminar a estratégia C através de qualquer estratégia
mista que o jogador linha escolha que atribua pesos apenas as estratégias A e B.
Por exemplo, a estratégia mista pode ser ele jogar A com probabilidade 1/2 e
jogar B com probabilidade 1/2. Nao importa qual seja a estratégia escolhida pelo
outro jogador, os payoffs esperados de jogar essa estratégia mista serdo
estritamente maiores do que os payoffs de jogar a estratégia C para o jogador
linha: (3/2, 3/2) > (1, 1). Logo, a estratégia C ¢ estritamente dominada por essa
estratégia mista, e pode, portanto, ser eliminada.



No jogo 2, podemos eliminar a estratégia C, pois ela ¢ estritamente
dominada pela estratégia B. Nao importa qual estratégia o outro jogador escolha,
os payoffs de jogar a estratégia B serdo estritamente maiores do que os payoffs de
jogar a estratégia C para o jogador linha: (2, 3) > (1, 1).

No jogo 3, ndo podemos eliminar nenhuma estratégia. Isso porque nao
existe nenhuma estratégia mista que atribua pesos a duas das estratégias puras e
que gere payoffs estritamente maiores do que a terceira estratégia.

(a) Se 1 ¢ racional, podemos afirmar que ele nunca escolhera a estratégia a, ja
que ela ¢ estritamente dominada pelas estratégias me b: (7,3, 1) > (1,2, -2) e
(5,6,4)>(1,2,-2).

2
e m d
a 1,3 2,2 -2,0
1 m 7,2 3,4 1,3
b 55 6,4 4,6

(b) Se apenas 2 ¢ racional, nada podemos afirmar sobre a sua escolha, pois ele
ndo tem nenhuma estratégia estritamente dominada ou estritamente

dominante.
2
e m d
a 1,3 2,2 2,0
K m 7,2 3,4 1,3
b 55 6, 4 4,6

(c) Se 1 ¢ racional, vimos que ele eliminard a estratégia a. Mas como 2 nao sabe
que 1 ¢ racional, ndo podemos afirmar nada além disso.

(d) Se 2 ¢ racional e sabe que 1 ¢ racional, ele sabe que 1 eliminara a estratégia a.
Sendo assim, 2 eliminard a estratégia e, pois ela ¢ estritamente dominada pela
estratégia d: (6, 3) > (5, 2). Nao podemos afirmar nada além disso (pois ndo
sabemos se 1 sabe que 2 ¢ racional).

2
e m d
a 3 2.2 2.0
1 m 1,2 3,4 1,3
b 85 6,4 4,6




(e) Como 1 ¢ racional, ele eliminara a estratégia a. O jogador 2, sabendo que 1 ¢
racional, eliminara a estratégia e. O jogador 1 sendo racional e sabendo que 2
¢ racional e que terd, portanto, eliminado a estratégia e, eliminara a estratégia
m, pois ela ficard estritamente dominada pela estratégia b: (6, 4) > (3, 1).
Como 2 ¢ racional e sabe que 1 ¢ racional, saberd disso tudo e eliminard a
estratégia m, pois ela ficard estritamente dominada pela estratégia d: (6, 3) >
(4, 4). Dessa forma, 2 escolherd a estratégia d. Ciente disso, 1 escolherd a
estratégia b. Logo, encontramos o equilibrio desse jogo: (b, d).

3
e m d
a -3 212 -2 0
1 m y ) 314 1.3
b 55 6,4 4,6

(f) Nesse caso, acontecera tudo o que foi descrito no item (d), mas ambos os
jogadores saberdo que a estratégia a serd eliminada pelo jogador 1 e que a
estratégia e serd eliminada pelo jogador 2. A partir dai, tudo se passa
exatamente igual ao descrito no item (e).

(a) Os conjuntos de estratégias dos jogadores I e II sdo representados,
respectivamente, por: S;= {A, B, C, D} e Sy = {E, F, G, H}.

(b) Para o jogador I, a estratégia B ¢ estritamente dominada pela estratégia
A, uma vez que todos os payoffs associados a A sdo estritamente
maiores do que aqueles associados a B: (2, 4, 0, 2) > (0, 3, -2, 1). Logo,
B ¢ eliminada.

Il
E F G H
A 2,1 4,0 0,0 2, -2
I B 0,2 3,2 2,3 1,1
C 0,0 3,-2 1,2 2,0
D -2,3 2,1 0,2 1,2

Além disso, o jogador I eliminarad a estratégia D, pois ela ficara
estritamente dominada por qualquer estratégia mista composta pelas
estratégias A e C (independente da escolha de II). Por exemplo, se I
jogar A com probabilidade 1/2 e C com probabilidade 1/2, os payoffs
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esperados dessa estratégia serdo estritamente maiores do que os payoffs
da estratégia D: (1, 7/2, 1/2,2) > (-2, 2, 0, 1).

Il
E F G H
A 2,1 4,0 0,0 2, -2
I B 0,2 3,2 2,3 1,1
C 0,0 3, -2 1,2 2,0
) =273 21 0,2 12

A partir dai, o jogador II elimina as estratégias F e H. A estratégia
F ¢ estritamente dominada pela estratégia E: (1, 0) > (0, -2); e a
estratégia H ¢ estritamente dominada pela estratégia G: (0, 2) > (-2, 0).

I
E 3 G H

A 2,1 4]0 0,0 2,l2

| B 0, 2 3l 2 -2, 3 1,11

C 0,0 3]-2 1,2 2,0

B 55 oH 62 +2

Logo, as Unicas estratégias que sobrevivem a eliminacao iterada de
estratégias estritamente dominadas sao as estratégias A e C do jogador I,
e E e F do jogador II. Assim, estas sdo as estratégias racionalizaveis
desse jogo.

(c) Retirando as estratégias eliminadas no item anterior, o jogo pode ser
resumido a seguinte forma:

(a) (1-q9)
E G
L1 | A 2 0,

(1-p) | C 0 1,

IN | O

Vemos acima que os equilibrios de Nash em estratégias puras
desse jogo sao (A, E) e (C, G). Agora vejamos em estratégias mistas. O
jogador I escolherd a estratégia A se:

payoff esperado (A) > payoff esperado (C)

q.(2) + (1-9).(0) 2 q.(0) + (1-q).(1)
3g>1

Analogamente, ele escolhera C se:
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payoff esperado (A) > payoff esperado (C)
q.(0) + (1-q).(1) = q.(2) + (1-q).(0)
3q=<1

Portanto, concluimos que: se q < 1/3, o jogador I escolhera a
estratégia C com certeza (p = 0); se q > 1/3, ele escolhera A com certeza
(p=1); ese q=1/3, ele escolhera A com probabilidade 0 <p <1 e C com
probabilidade 0 < (1-p) < 1.

Para o jogador II vale o mesmo. Portanto, ele escolherd E se:

payoff esperado (E) > payoff esperado (G)
p.(1) + (1-p).(0) = p.(0) + (1-p).(2)
3p=>2

Analogamente, ele escolhera G se:

payoff esperado (G) > payoff esperado (E)
p.(0) + (1-p).(2) 2 p.(1) + (1-p).(0)
3p<2

Portanto, concluimos que: se p < 2/3, o jogador II escolhera G com
certeza (q = 0); se p > 2/3, ele escolherd a estratégia E com certeza (q = 1);
e se p = 2/3, ele escolhera E com probabilidade 0 < q < 1 ¢ G com
probabilidade 0 < (1-q) < 1.

Dado isso, podemos desenhar as fungdes melhor resposta para cada
jogador. O encontro dessas duas fungdes define o equilibrio de Nash em
estratégias mistas.

2/3 - |

1/3

0 113 2/3 1

Logo, o equilibrio de Nash em estratégias mistas do jogo ¢ p = 2/3
eq=1/3.
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6. Se x = 3, o jogo ¢ representado da maneira que segue. Observe que ha dois
equilibrios de Nash em estratégias puras: (A, D) e (B, E).

I

) (1-q)
D

=
feo]

—
S 1m

L1 | A
(1-p)| B

-—
(=}
lw | O
N on
o IN

Repare que os payoffs gerados pelo equilibrio (B, E) sdo estritamente
maiores do que aqueles gerados pelo equilibrio (A, D) para ambos os jogadores
((10, 3) > (5, 2)). Entdo, o primeiro equilibrio seria mais interessante para os dois.
Portanto, o jogador 1 gostaria de induzir o jogador 2 a jogar E com a promessa de
que ele jogara B. Se houver algo que garanta que 1 cumpra a sua promessa, ndo
haverd motivo para 2 ndo jogar E, uma vez que ele € racional e o melhor para ele
¢ o equilibrio (B, E). Agora, se existir a possibilidade de 1 quebrar a sua promessa
e jogar A em vez de B, 2 temerd jogar E. Isso porque o payoff esperado para 1 de
jogar A ¢ pelo menos tdo alto quanto jogar B ((10, 5) > (10, 2)). Entdo, ndo
havendo garantia de que 2 ird jogar E, o melhor para 1 seria jogar A. Sabendo
disso, o mais provavel ¢ que 2 jogue D, pois ai fica com um payoff de 2 em vez
de 0.

Para o caso de x = -1, o jogo ¢ representado abaixo. Repare que agora ha
apenas um equilibrio de Nash: (A, D).

() (1-9)

E D

L1 | ® A 10,0 | 52
(1-p)|__ B 10,-1 | 2,0

Nesse caso, veja que a estratégia E € estritamente dominada para 2 pela
estratégia D. Sendo assim, 1 ndo tem como fazer 2 jogar E. Desa forma, ele ndo
fard nenhuma promessa a 2 e o resultado do jogo sera mesmo o equilibrio (A, D).

(1) Vejamos inicialmente o caso de uma pessoa que recebe um envelope
com $3200. Certamente ela ndo vai querer trocar de envelope, pois
sabera que a outra pessoa tem um envelope com $1600. Suponha agora
que ela receba um envelope com $1600. Nesse caso, ela saberd que a
outra pessoa recebeu um envelope com $3200 ou $800. No entanto, ela
sabera também que a outra pessoa somente estard disposta a trocar se
tiver recebido um envelope com $800, pois, como vimos, uma pessoa
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que recebe $3200 nunca vai querer trocar. Logo, ela também ndo vai
querer trocar. Suponha agora que ela receba um envelope com $800.
Nesse caso, ela saberd que a outra pessoa recebeu um envelope com
$1600 ou $400. No entanto, ela sabera também que a outra pessoa
somente estard disposta a trocar se tiver recebido um envelope com
$400, pois, como vimos, uma pessoa que recebe $1600 nunca vai querer
trocar. Logo, ela também nao vai querer trocar.E por ai vai. Logo, por
indugdo, se a pessoa receber um envelope com $400, $200 ou $100 ela
também nao vai querer trocar. Somente se a pessoa receber $50 que ela
vai querer trocar, pois sabera que a outra tera $100. Dessa forma, nunca
haver4 troca.

(1)) Dessa forma, a estratégia de cada jogador € trocar se receber um
envelope com $50 e ndo trocar se receber um envelope com qualquer
outra quantia. Logo, o equilibrio ¢ sempre ndo haver troca.

8. Abaixo representamos o jogo na forma normal. O maior payoff para cada jogador
¢ quando o outro faz a reserva e ele ndo e o menor ¢ quando nenhum dos dois faz
a reserva.

(@ (1-9)

R NR
| JOSE | (p) R 12,12 | 1,2
(1-p) NR 2,1 -1, -1

Vemos que ha dois equilibrios de Nash em estratégias puras nesse jogo:
(NR, R) e (R, NR). Ou seja, o melhor para eles ¢ que apenas um deles faga a
reserva. Vejamos agora em estratégias mistas. José escolherd fazer a reserva se:

payoff esperado (R) > payoff esperado (NR)

q(1/2) + (1-q).(1) 2 q.(2) + (1-q).(-1)
(7/2)q<2

Analogamente, José escolhera ndo fazer a reserva se:

payoff esperado (NR) > payoft esperado (R)
q.2) + (1-q).(-1) = q(1/2) + (1-q).(1)
(7/2)q > 2
q=>4/7
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Para Jodo vale o mesmo. Como o jogo ¢ simétrico, temos que ele
escolhera fazer a reserva se p < 4/7 e escolhera nao fazer a reserva se p > 4/7. O
equilibrio de Nash em estratégias mistas desse jogo € p =q = 4/7.

Vejamos quais os payoffs dos alunos em cada situacdo possivel. A primeira
possibilidade sdao os dois alunos fazendo bem cada um a sua parte. Nesse caso,
eles recebem nota 10 e realizam esforco 7; logo, U = 10 — 7 = 3 para ambos. A
segunda possibilidade ¢ um deles fazer bem a sua parte € o outro fazer mal. Nesse
caso, eles recebem nota 7, e o que faz bem a sua parte fica com payoff U =7 -7 =
0 e o que faz mal a sua parte fica com payoff U = 7 — 3 = 4. E a tltima
possibilidade sdo os dois alunos fazendo mal cada um a sua parte. Dai, eles
recebem nota 4 e realizam esforgo 3; logo, U =4 — 3 = 1 para ambos.

(a) A representacdo desse jogo na forma normal ¢ dada a seguir. As estratégias
para cada aluno sao fazer bem (B) ou fazer mal (M) a sua parte no trabalho.

2
B M

BE B
M

3
, 0

IS | w
- o
= [l

Repare que a estratégia fazer bem a sua parte no trabalho ¢ estritamente
dominada pela estratégia fazer mal. Dessa forma, o Unico equilibrio de Nash
desse jogo ¢ (M, M).

(b) Alterando-se a funcdo utilidade, vejamos como ficariam os payoffs. Se ambos
fizerem bem a sua parte no trabalho, ficam com payoff U = (10)* = 7=93. Se
um faz bem e o outro faz mal, o primeiro fica com payoff U = (7)2 —7=42¢
o segundo fica com payoff U = (7)* — 3 = 46. E se ambos fazem mal a sua
parte no trabalho, ficam com payoff U = (4> — 3 = 13. Abaixo estd a
representagdo desse jogo na forma normal.

2
B M

L1 B 93,93 | 42,46
M 46, 42 13,13

Repare que o resultado se inverte nesse caso: a estratégia fazer mal a sua
parte no trabalho ¢ estritamente dominada pela estratégia fazer bem. Dessa
forma, o tinico equilibrio de Nash desse jogo ¢ (B, B). Essa mudanca se deve
ao fato da nova forma da funcao utilidade dar muito mais peso a nota obtida
pelo trabalho.

(c) Se cada um faz o seu trabalho individualmente, tera utilidade 3 se o fizer bem
e utilidade 1 se o fizer mal. Sendo racionais, cada um escolhera fazer o seu
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trabalho bem, pois lhe dard maior utilidade. Sendo assim, o trabalho
centralizado da um resultado melhor do que o trabalho dividido.

10. Vejamos todas as combinagdes possiveis. Se uma firma ndo produzir nenhum
engradado, o lucro dela serd zero. Agora, se a outra produzir 3 engradados, o
preco sera p = 13 — 3 = 10 e ela terd lucro 3.(10 — 1) = 27; se produzir 4
engradados, o preco serd p = 13 — 4 =9 e ela tera lucro 4.(9 — 1) = 32; se produzir
6 engradados, o preco sera p = 13 — 6 = 7 e ela tera lucro 6.(7 — 1) = 36; e se
produzir 12 engradados, o prego serd p =13 — 12 =1 e ela terd lucro 12.(1 — 1) =
0.

Suponha que uma firma produza 3 engradados. Se a outra também
produzir 3 engradados, o preco sera p =13 — 6 = 7 e cada uma terd lucro 3.(7 — 1)
= 18; se a outra produzir 4 engradados, o prego serap =13 —7 =6 e o lucro da
primeira sera 3.(6 — 1) = 15 e o lucro desta sera 4.(6 — 1) = 20; se a outra produzir
6 engradados, o preco sera p =13 —9 =4 e o lucro da primeira sera 3.(4—1)=9e¢
o lucro desta serd 6.(4 — 1) = 18; e se a outra produzir 12 engradados, o preco sera
p=0 (ja que Q= 15> 13) e o lucro da primeira serd 3.(0 — 1) = - 3 e o lucro desta
sera 12.(0—-1)=-12.

Suponha que uma firma produza 4 engradados. Se a outra também
produzir 4 engradados, o prego sera p = 13 — 8 =5 e cada uma terd lucro 4.(5 — 1)
= 16; se a outra produzir 6 engradados, o preco sera p = 13 — 10 =3 e o lucro da
primeira sera 4.(3 — 1) = 8 e o lucro desta serd 6.(3 — 1) = 12; e se a outra produzir
12 engradados, o preco serd p =0 (ja que Q = 16 > 13) e o lucro da primeira sera
4.(0-1)=-4¢o0lucrodestasera 12.(0—1)=-12.

Suponha que uma firma produza 6 engradados. Se a outra também
produzir 6 engradados, o preco serda p = 13 — 12 = 1 e cada uma teré lucro 6.(1 —
1) = 0; e se a outra produzir 12 engradados, o preco serd p = 0 (ja que Q = 18 >
13) e o lucro da primeira sera 6.(0 — 1) = - 6 e o lucro desta sera 12.(0— 1) =- 12.
E, por fim, se ambas as firmas produzirem 12 engradados, elas terdo lucro — 12.

(a) Abaixo segue a representacdo do jogo na forma normal.

2
0 3 4 6 12
0 0,0 0, 27 0,32 0, 36 0,0
1 3 27,0 18, 18 15, 20 9,18 -3, -12
4 32,0 20, 15 16, 16 8,12 -4, -12
6 36,0 18,9 12, 8 0,0 -6, -12
12 0,0 -12,-3 | -12,-4 -12,-6 | -12,-12

(b) A estratégia de produzir 12 engradados pode ser eliminada para as duas
empresas. Ela ¢ estritamente dominada pelas estratégias 3, 4 e 6 (e fracamente
dominada pela estratégia 0). Com isso, também podemos eliminar a estratégia

16



0, pois ela se torna estritamente dominada pelas estratégias 3 e 4 (e
fracamente dominada pela estratégia 6). Agora podemos eliminar a estratégia
6, pois ela se torna estritamente dominada pela estratégia 4 (e fracamente
dominada pela estratégia 3). E, por fim, eliminamos a estratégia 3 que se
torna estritamente dominada pela estratégia 4. Dessa forma, encontramos uma
solu¢do por dominancia estrita (e, por conseguinte, por dominancia fraca
também) para esse jogo: (4, 4).

2
D 3 4 3 12
0 010 O 27 0,32 0,136 0, D
1 3 24 0 1418 1520 9148 3412
4 33,0 20, 15 16, 16 8,[12 -4, 112
6 3§ 0 18 Q 128 olo 6412
12 0 0 -T2, -3 -12, -4 -12, -6 -12,F12

(c) Se houvesse apenas uma firma no mercado, ela produziria 6 engradados, pois
esta ¢ a quantidade que maximizaria o seu lucro (veja que 36 ¢ o maior lucro
que uma firma pode obter, o que ocorre quando a outra ndo produz nada).
Portanto, se cada uma produzisse 3 engradados, elas dividiriam esse lucro
maximo. No entanto, isso ndo acontece, pois nessa interagao estratégica entre
as duas firmas, a estratégia 3 acaba sendo estritamente dominada pela
estratégia 4, e por isso o equilibrio acaba sendo (4, 4). Apenas com
coordenagdo elas poderiam alcancar o lucro méximo gerado por (3, 3).

11. Primeiramente, fagamos o problema de maximizacao de lucro da firma 1, que ¢
representado por:

Max P.g, = Cq, = Max ¢[4= (g, +...+4,)-C]

CPO: ¢q,) A_(Q1+-'~+QN)_C_(]1 =0

_ A-C—-q,—q;—...—qy
2

q,

Para as outras firmas, temos uma CPO equivalente. Como elas sdo
idénticas (tém os mesmos custos), elas produzirdo a mesma quantidade. Dessa
* * ,
forma, g; =... =gy . Dai:
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. A—C—(N—l)ql*
q, = 5

4, =---=dqdy N+1

Logo, esse € o equilibrio de Cournot-Nash simétrico. Quando o numero de
firmas no mercado tende a infinito (N — o), vemos que a quantidade produzida
por cada firma tende a zero. Isso porque a quantidade total demandada no
mercado ¢ dada (Q = a — ¢) e as firmas (idénticas entre si) devem dividi-lo
igualmente entre elas. Portanto, quanto maior o niimero de firmas no mercado,
menor a quantidade produzida por cada uma delas.

12.
(a) Dilema dos prisioneiros
2
Confessa | Nao confessa
I Confessa -8, -8 0,-10
N&o confessa -10, 0 -1, -1

Veja que a estratégia “ndo confessa” ¢ estritamente dominada pela
estratégia “confessa” para ambos os jogadores. Logo, o unico equilibrio de
Nash desse jogo € o equilibrio em estratégias puras (confessa, confessa).

(b) Batalha dos sexos

Q) (1-9)

Balé Boxe
() | Balé 2,1 0,0
(1-p) Boxe 0,0 2,1

Ver resolugao do exercicio 5 (¢) que ¢ idéntica.

(c) Par ou impar

(@) (1-9)

Par Impar
(p) Par 1, -1 4,1
(1-p) impar 1,1 1, -1
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Nao hé equilibrios de Nash em estratégias puras. Vejamos agora em
estratégias mistas. O jogador 1 somente escolhera jogar par se:

payoff esperado (par) > payoff esperado (impar)

q(1) +(1-9).¢-1) 2 q.(-1) + (1-q).(1)
4q>2

Analogamente, 1 somente escolhera jogar impar se:

payoff esperado (impar) > payoff esperado (par)

q.(-1D) + (1-q).(1) 2 q(1) + (1-q).(-1)
4q<2

Para o jogador 2 vale o mesmo. Ele escolhera jogar par se:

payoff esperado (par) > payoff esperado (impar)

p-(-1) + (1-p).(1) = p(1) + (1-p).(-1)
4p=<2

Analogamente, 2 escolhera jogar impar se:

payoff esperado (impar) > payoft esperado (par)

p(1) + (I-p).(-1) = p.(-1) + (1-p).(1)
4p=>2

Logo, o equilibrio de Nash em estratégias mistas desse jogo € p=q = 1/2.

= m mflm = =
1
1
N
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13.
(a) A representagao do jogo na forma normal esta abaixo.

PAR
0 1 2
1,1 1, -1 1,1
| IMPAR 1 1, -1 1,1 1, -1
2 1,1 1, -1 1,1

Nao ha equilibrios de Nash em estratégias puras nesse jogo.

(b) Para que os jogadores atribuam probabilidade positiva para cada uma de suas
estratégias puras, ¢ preciso que os payoffs esperados de jogar cada uma delas
sejam idénticos para cada jogador. Vejamos primeiro os payoffs esperados de
cada estratégia para o jogador “impar”.

PAR
(1/3) (1/3) (1/3)
0 1 2
)] o 1,1 1, -1 1, 1
iMPAR | (1/3)| 1 1, -1 1, 1 1, -1
sy 2 1, 1 1, -1 1, 1

_PE (0): (1/3).(-1) + (1/3).1 + (1/3).(-1) = -1/3
- PE (1): (1/3).(1) + (173).(-1) + (1/3).(1) = 13
_PE (2): (1/3).(-1) + (1/3).1 + (1/3).(-1) = -1/3

E agora para o jogador “par”.

- PE (0): (1/3).(1) + (1/3).(-1) + (1/3).(1) = 1/3
_PE (1): (1/3).(-1) + (1/3).1 + (1/3).(-1) = -1/3
- PE (2): (1/3).(1) + (173).-1) + (1/3).(1) = 1/3

Vemos, portanto, que esse ndo pode ser um equilibrio. Repare que se o
jogador “par” jogar cada uma de suas estratégias com probabilidade 1/3, o
jogador “impar” vai querer jogar somente a estratégia 1 por gerar o maior
payoff esperado (vai atribuir probabilidade 1 para a estratégia 1 e
probabilidade 0 para as estratégias 0 e 2). Agora, se 0 jogador “impar” jogasse
cada uma de suas estratégias com probabilidade 1/3, o jogador “par” nunca ia
querer jogar a estratégia 1 (ele vai atribuir probabilidade 0 para a estratégia 1).

(c) Para encontrarmos o equilibrio desse jogo, devemos maximizar a utilidade
esperada de cada um dos jogadores.
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(p) () (1-p-q)
0 1 2
@) 0 -1, 1 1, -1 -1, 1
(b) 1 1, -1 1,1 1, -1
(1-ab)| 2 -1, 1 1, -1 -1, 1

Vejamos primeiro para o jogador “impar”.

Max a.p(-1) + a.q(1) + a.(1-p-q)(-1) + b.p(1) + b.q(-1) + b.(1-p-q)(1) + (1-a-b).p(-1) + (1-

ab a-b).q(1) + (1-a-b).(1-p-q)(-1)
CPO:a)-p+q-(1-p-9) +p-q+(1-p-9 =0
0=0
b)p-q+(I-p-q)+p-q+(I-p-q)=0
4q=2

Agora fazemos o mesmo para o jogador “par”.

Max a.p(1) +a.q(-1) + a.(1-p-q)(1) + b.p(-1) + b.q(1) + b.(1-p-q)(-1) + (1-a-b).p(1) + (1-

p.q a-b).q(-1) + (1-a-b).(1-p-q)(1)
CPO:p)a—a—b+b+(l-a-b)—(1-a-b) =0
0=0
qg—-a—-a+b+b—(l-a-b)—(l-a-b)=0
4b=2

Vemos, portanto, que um equilibrio de Nash em estratégias mistas desse
jogo ¢ caracterizado pelo jogador “impar” jogando 0 com probabilidade a, 1
com probabilidade 1/2 e 2 com probabilidade (1/2) —a, com 0 <a<1/2,e 0
jogador “par” jogando 0 com probabilidade p, 1 com probabilidade 1/2 ¢ 2
com probabilidade (1/2) — p, com 0 < p < 1/2. Quaisquer valores de a e de p
que satisfagcam tais condigdes caracterizam um equilibrio de Nash em
estratégias mistas. H4 portanto multiplos equilibrios. Vejamos quanto ¢ a
utilidade esperada para cada jogador.

-IMPAR: —a.p + a(1/2) — a.(1/2-p) + p(1/2) -1/4 + (1/2-p).(1/2) — p.(1/2-a) + (1/2).(1/2-a)
—(1/2-a).(12-p) =0

_PAR: ap—a(1/2) + a.(1/2-p) — p(1/2) + 1/4 — (1/2-p).(1/2) + p.(1/2-a) — (1/2).(1/2-a)
+(1/2-a).(1/2-p) = 0

Dessa forma, concluimos que a afirmagdo ¢ falsa e que nenhum dos
jogadores possui vantagem em equilibrio.
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14.

15.

Considere o jogo a seguir.

B

B1
3
0

A1 1,
A2 7,

B2
2,0 4,1
3,3

Repare que nenhuma estratégia pura do jogador B ¢ dominada por
qualquer outra estratégia pura. No entanto, podemos encontrar pelo menos uma
estratégia mista que atribua pesos as estratégias B1 e B2 que deixe a estratégia B3
dominada. Por exemplo, considere a estratégia mista que atribui probabilidade 1/2
para B1 e 1/2 para B2. Tal estratégia gera payoff esperado de (1/2).3 + (1/2).0 =
3/2 se A jogar Al (contra 1 de B3) e de (1/2).0 + (1/2).3 = 3/2 se A jogar A2
(contra 1 de B3). Logo, vemos que B3 ¢ estritamente dominada por esta estratégia
mista (na verdade, qualquer estratégia mista que atribua probabilidade
estritamente maior que 1/3 tanto para B1 quanto para B2 deixa B3 estritamente
dominada por ela).

Note, primeiramente, que a estratégia 20hs para a Globo ¢ estritamente dominada
pela estratégia 19hs. Dessa forma, certamente a Globo apresentara o seu telejornal
as 19hs (com probabilidade 1). Ha dois equilibrios de Nash em estratégias puras:
(20hs, 19hs, 19hs) e (19hs, 20hs, 19hs). Agora para encontrarmos em estratégias
mistas podemos considerar apenas o SBT e a Band.

(@ (1-9)
19hs 20hs

| SBT | (p) | 19hs | 24,34 | 23,40
(1-p) | _20hs | 40,26 | 18,22

O SBT escolhera 19hs se:

payoff esperado (19hs) > payoff esperado (20hs)

q.(24) + (1-9).(23) = q.(40) + (1-q).(18)
21q<5

Analogamente, o SBT escolhera 20hs se:

payoff esperado (20hs) > payoff esperado (19hs)

q.(40) + (1-q).(18) > q.(24) + (1-q).(23)
21q=5
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Para a Band vale o mesmo. Portanto, ela escolhera 19hs se:

payoff esperado (19hs) > payoff esperado (20hs)
p.(34) + (1-p).(26) = p.(40) + (1-p).(22)
10p<4

Analogamente, a Band escolhera 20hs se:

payoff esperado (20hs) > payoff esperado (19hs)
p.(40) + (1-p).(22) 2 p.(34) + (1-p).(26)
10p>4

Logo, o equilibrio de Nash em estratégias mistas é p = 2/5 e q = 5/21 (e
Globo escolhendo 19hs com probabilidade 1).

16. Cada aluno vai querer maximizar a quantidade de bonus recebida. Faremos o
problema de maximizag¢do do aluno 1 e depois generalizaremos.

1

1
Max B = Max R = Max P.g, = Max 200—q, —...—
@ 4 1000 (@)= M 000 T4 =M 1000[ 7 9,14,
CPO: ) 200-¢,—..—q,—¢,=0
200-¢g, —...—q,
q, = 5
Como os alunos sao idénticos, temos que, em equilibrio, ql* = qz* =..= qn*,
Dai:

. 200—(n-1)q
1 :f
. 200

=—<100
% n+l

Note que para que seja respeitada a restricdo da dotacdo inicial de 100
créditos por aluno basta que n > I, o que sempre ¢é respeitado. Além disso, se
somarmos a quantidade de créditos revendidos entre os n alunos vemos que a
quantidade total Q ¢ estritamente menor do que 200. Logo, o professor demanda
os créditos. Dai, o preco ¢ dado por:
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n

P=200-0=200- 200
n+1
p_ 200
n+1

E dessa forma, cada aluno recebe uma quantidade de bonus igual a:

po PO Ly 0
1000 (n+1)

Logo, a estratégia 6tima para cada aluno ¢ revender 200/(n+1) créditos ao
professor.

17. Seja r; o nimero escolhido pelo aluno i. Dai, esse nimero deve ser igual a:

11
=727
2 n%

Isso vale para todo i. Dai, somando em i, temos que:

Tn-g

i

1
2=y

i i

Como r; > 0 para todo 1, temos que r; = 0 para todo 1i.

18. Seja o jogo abaixo.

Il
C D
I A 1.000.000; 2 | -1.000.000; 1
B 999.999; 3 999.999; 2
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(a) Repare que a estratégia D ¢ estritamente dominada por C para o jogador II.
Logo, o unico equilibrio de Nash desse jogo ¢ (A, C), que €, portanto, o
resultado esperado do jogo.

(b) Nao. Suponha que exista uma probabilidade (muito pequena) € > 0 de que o
jogador II erre e jogue D. Nesse caso, | perderia bastante jogando A. Como
existe uma probabilidade positiva de II errar e como I receberia apenas um
real a menos do que um milhao, I vai preferir jogar B para se proteger.
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