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1. No duopolio de Cournot, cada firma escolhe a quantidade que maximiza o seu lucro
dada a quantidade da outra firma (sendo que a escolha ¢ simultanea). O problema de
maximizagao de lucro da firma 1 é:

Max Pq,~Cq, = Max g,[4-(g, +4,)-C]

cpo: 4) A—(q,+q,)-C—q,=0

A-C—gq
611:#

A firma 2 resolve um problema semelhante e tem como CPO:

_A-C—q,

q, >

Como as firmas sdo idénticas (t€m os mesmos custos), temos que, em
ey, . * * ,
equilibrio, g; = ¢, . Dai:

. A-C-gq
%:#‘
9, =4, :T

Esta ¢ a quantidade produzida por cada firma em equilibrio de Cournot-
Nash.



2. No duopolio de Bertrand, cada firma escolhe o pre¢o que maximiza o seu lucro
dado o prego da outra firma. O lucro da firma 1 ¢ dado por z; = (P; — C).q; (P;, P)),
em que g; (P;, P;) ¢ a demanda da firma i dados o seu preco e o preco da firma j. Ela
esta representada abaixo.

A-P sePl.<PJ.

1

A-P
4,(P.P)={ " se B =P,

J

0 sePi>Pj

Isso quer dizer que a firma i fica com toda a demanda do mercado se cobrar
um preco menor que a firma j, divide a demanda com a firma j se cobrar o mesmo
prego que ela e fica com demanda zero se cobrar um pregco maior que a firma j (isso
tudo € porque as firmas sao idénticas e produzem um bem homogéneo).

Repare que se P; < C, a firma terd prejuizo. Logo, devemos ter P; > C.
Agora, se P, > C, a firma j pode cobrar um pre¢o infinitesimalmente menor do que
P; e roubar todo o mercado (P; = P;—¢ > C, com ¢ — (). A firma i, ciente disso, vai
querer cobrar um preco infinitesimalmente menor do que P; e a*ssim por diante.
Logo, o unico prego em que ndo vai haver incentivo a desvio ¢ P; = P; = C (pois
se uma firma cobrar mais perde todo o mercado para a outra e se cobrar menos tem
prejuizo, o que nao pode ocorrer, ja que a firma ¢ maximizadora de lucro). Logo, o
equilibrio de Nash desse jogo de Bertrand ¢ P =P =C (o equilibrio
competitivo).

(a) Verdadeiro. Suponha um duopdlio em que a demanda de mercado ¢ dada por
P(Q) =A4—-0Q,com Q =q; + ¢ ¢ seja C < A4 o custo marginal de ambas as
firmas (sdo idénticas, portanto). Como vimos na primeira questdo, a
quantidade de equilibrio de Cournot-Nash ¢ q1* = qg* = (A - C)/3. Em um
cartel, as duas firmas maximizam o lucro total como se fossem uma unica
firma monopolista e entdo dividem o lucro.

Max PO~ CQ = Max ol4-0-C]

CPO: Q) A4-0-0-C=0
A-C

Q=ql+q2=T

Como as firmas sdo idénticas, temos que:



Note que o equilibrio de Cournot gera, para cada firma, um lucro de:

- e 55 5

2
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E o equilibrio de cartel gera, para cada firma, um lucro de:

nczw—CMf={+{£§£)‘éKﬁigj

o _la-cy
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Assim, vemos que, para cada firma, o lucro com o cartel ¢ maior do que o
lucro do equilibrio de Cournot (z° > n*), sendo, portanto, melhor para ambas
as firmas. No entanto, o equilibrio de cartel pode ser implementado somente
se ambas as firmas se comprometerem a produzir metade da quantidade de
monopolio. Agora, veja como ficam os lucros das firmas se uma honra o
compromisso € a outra ndo. Seja 1 a firma que desvia do compromisso € j a
que honra o compromisso (logo, g; = (4 — C)/4). Abaixo esta o problema de
maximizacao da firma i.

A—-
MQX qu — qu = Max q; {3(7(:)_%}
qt 4

A-C
CPO: ¢,)3 (Tj_qi —-q,=0

Dessa forma, o prego ¢ P = A4 — g, — q; = (34 + 5C)/8 e o lucro de cada
firma ¢ dado por:



(b)

(a)

2P {3A+sc_c} 3(4-C) _ 2P 9(4-c)
8 8 64

’ 8 4 ’ 32

oD {3(14—0)} (4-C)_ o _34-C)
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Logo, ni” > m~ > m > m . Ou seja, se uma firma se compromete a

producaodo cartel e a outra desvia, esta tltima obtém um lucro maior do que
obteria se tivesse honrado com o seu compromisso no cartel. Logo, o
equilibrio de cartel ndo pode ser um equilibrio de Nash nesse jogo em que a
decisdo de produgdo sé se da uma vez, ja que hé incentivo a desvio.

Verdadeiro. Em jogos em que as firmas tomam as suas decisoes de produgao
apenas uma unica vez, o equilibrio de cartel ndo tem como se sustentar, como
vimos no item anterior. Se o mesmo jogo (de decisdo da quantidade
produzida) ¢ repetido um nimero finito de vezes, ainda assim tal equilibrio
ndo se sustenta. Para ver isso, suponha que o jogo se repita por T periodos.
Assim, uma firma i1 pode respeitar o acordo do cartel até o periodo T-1 e no
periodo T desviar e obter um lucro maior. Mas sabendo disso, a firma j ird
desviar em T-1 e assim por diante. Dessa forma, o equilibrio de cartel ndo ¢
estavel em horizonte finito. Somente em horizonte infinito (em que o acordo
ndo tenha um fim definido) com uma estratégia que puna a firma que desviar
do cartel (por exemplo, produzindo sempre a quantidade de equilibrio de
Cournot dali em diante) que esse equilibrio de cartel pode se sustentar.

— Equilibrio de Bertrand:

Primeiramente veja que Q = q; + g2 + g3 = I — P. O lucro da firma i ¢
dado por z; = (P; — C).q; (P;, P; P;), em que q; (P;, P; P.) ¢ a demanda da firma
1 dados o seu preco e os pregos das firmas j e z. Ela esta representada abaixo.

1-P seP <P, P

i J z
1-P
5 - se Pb=P, <P (ouP, =P <P)
~ se P=P =P
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0 se P> P, elouP,



Se P; < C, a firma tera prejuizo. Logo, como a firma ¢ maximizadora de
lucro, devemos ter P; > C. Agora, se P; > C, a firma j e/ou a firma z pode
cobrar um preco infinitesimalmente menor do que P; e roubar todo o
mercado. A firma 1, ciente disso, vai querer cobrar um preco
infinitesimalmente menor do que P; e/ou P. e assim por dlante Logo 0 Unico
preco em que ndo vai haver incentivo a desvio ¢ P = P =P, =C=0.
Logo, o equilibrio de Nash desse jogo de Bertrand é P;” = P,” = P;' = C (o
equilibrio competitivo).

— Equilibrio de Cournot:

Primeiramente vejamos o problema de maximizagado de lucro da firma 1.
Max P.g, ~C.q, = Max ¢,[1~(q, + 9. + ;)]

CPO: ¢)1-(q, +q,+q;)-¢, =0

l-q,—q
9, = 22 >

As firmas 2 e 3 resolvem um problema semelhante e dai temos:

l-q,—q l-q,—¢q
q, = 12 e q,= 12 ?

Como as firmas s3o idénticas (tém os mesmos custos) temos que, em
equilibrio, elas produzem a mesma quantidade: ¢;” = ¢, = g3 . Dai:

. l_q*_q*

9, = 12 ]

* * * 1
q9, =4, =4, :Z

Esta ¢ a quantidade produzida por cada firma em equilibrio de Cournot-
Nash.

— Equilibrio de cartel:

Como vimos na questdo 3, em um equilibrio de cartel, as firmas
maximizam o lucro total como se fossem um monopolista e entdo dividem o
lucro.



Max PO~ CQ = Max O[1-0]

PO 9)1-0-0=0

1
Q=q1+qz+q3=5

Como as firmas sdo idénticas, temos que:

qf=qzc=qgc=g

Esta ¢ a quantidade produzida em um equilibrio de cartel.

(b) Suponha que as firmas 2 e 3 se fundam. Denote a quantidade produzida pela
empresa fundida por gr. Dai, reescrevendo os problemas de maximizacdo das

firmas 1 e F (2 e 3 fundidas) obtemos:

l1-gq, 1-g,
= ——— @ = -
q, ) qr >

Como o custo marginal de produgao ¢ zero para as duas firmas, elas sdo
idénticas e, em equilibrio, q1 —qF Dai:

. 1—gq/
9, = 21

* *

1
q, ZQFZE

Essa ¢ a quantidade de equilibrio de Cournot neste duopdlio. Dessa forma,
o lucro de cada firma é ;" = P.q; = 1/9. No caso do item (a), o lucro de cada
uma das trés firmas é 7, = P.q; = 1/16. Entretanto, repare que no item (a), as
firmas 2 e 3 recebem cada uma lucro de 1/16 e aqui no item (b) recebem
juntas um lucro de 1/9. Como elas sdao idénticas, cada uma ficaria com um
lucro de 1/18, que ¢ menor do que se elas atuassem separadamente.

(c) Se as trés firmas se associassem, agiriam como uma firma monopolista e
dividiriam o lucro entre elas. Logo, o resultado seria idéntico ao de um cartel.



Inicialmente, interpretemos o enunciado. Como a firma 1 precisa de exatamente
uma unidade de mao de obra e de uma unidade de capital para produzir uma
unidade de produto, podemos escrever que a sua quantidade produzida serd igual a
q; = min{K,L}. Isto ¢, a firma possui uma tecnologia do tipo Leontieff (ou seja, se a
firma tiver, por exemplo, trés unidades de capital € uma unidade de mao de obra,
ela ird produzir apenas uma unidade de produto). J& a firma 2 precisa de exatamente
duas unidades de mdo de obra e de uma unidade de capital para produzir uma
unidade do bem. Dessa forma, ela também possui uma tecnologia do tipo Leontieff,
representada por g, = min{K,L/2}. Dessa forma, podemos escrever de maneira
simples os custos marginais de produgdo das firmas 1 e 2, respectivamente dados
porC,=w+reC,=2w+r.

(a) — Equilibrio de Bertrand:

Primeiramente veja que Q = q; + g> = I — P. O lucro da firma i ¢ dado por
m; = (P;— C).qi; (P, P;), em que gq; (P; P;) ¢ a demanda da firma i dados o seu
prego e o preco da firma j. Ela esta representada abaixo.

1-P sePl.<Pj

1-P
4,(P.P) =1~ se P =P,

0 seP >P,

Repare que o custo marginal da firma 2 ¢ maior do que o da firma 1 (C, >
C/). Como devemos ter P, > C, (para que a firma 2 ndo tenha prejuizo), basta
a firma 1 cobrar um prec¢o infinitesimalmente menor do que P, que ela fica
com todo o mercado. Desta forma, P =C,— g, com ¢ — 0, e o mercado ¢
todo da firma 1. Este € o equilibrio de Nash desse jogo de Bertrand.

— Equilibrio de Cournot:

Primeiramente vejamos o problema de maximizagdo de lucro da firma 1.
A/éax Pq,-Ciq, = A/éax %[1_(% +Q2)_W_r]
CPO: ¢,)1-(¢, +4,)-¢,~w-r=0

l-gq,—w-r

q, = >

Agora, vejamos o problema de maximizagao de lucro da firma 2.

A{?x Pq,-Cyq, = ]\/le 92[1_(‘]1 +q2)—2w—r]



CPO: 4,)1-(q,+4,)— ¢, —2w—r=0
l-gq, -2w-r
q9, = 12

Substituindo ¢, na equacdo de ¢;:

l_w_r_(l—ql—Zw—rj
2

q, = >

« 1-r
q, = 3

E substituindo na equagdo de ¢, temos:

l—2w—r—(1_rj
3

2

« 1=r-3w
©=

q, =

Estas sdo as quantidades produzidas por cada firma em equilibrio de
Cournot-Nash.

— Equilibrio de cartel:

Como vimos, em um equilibrio de cartel, as firmas maximizam o lucro
total como se fossem um monopolista e entdo dividem o lucro. O custo de
producao da firma monopolista ¢ igual ao custo da firma 1, que ¢ menor (¢
mais eficiente). Dai:

Max PQ - CQ = Max o[l-o]-[w+r]o

CPO: NHN1-0-0-w—-r=90
l-w-—r

QZQ1+Q2: >

Esta é a quantidade total produzida em um equilibrio de cartel. A regra de
decisdo entre as firmas pode ser, por exemplo, metade para cada. Nesse caso,
teriamos:

l—-w-—r
qf=q§=T



(b) Do item (a) temos que g S =(-r/3eo0 preco €:

P 5HT)

1+2r+3w
3

P =

Dai, o lucro da firma 1 ¢ dado por:

1+ 2r+ 3w 1-r
=g (21

Logo, vemos que o lucro da firma 1 ndo depende de w.

(a) — Equilibrio de Bertrand:

Primeiramente veja que Q = ¢g; + g» = I — P. O lucro da firma 1 ¢ dado
por m; = P; q; (P, P;)) — C(q;), em que q; (P;, P;) ¢ a demanda da firma i dados o
seu preco € o preco da firma j. Ela estd representada abaixo.

1-P sePI.<Pj

1-P
4,(P.P) =1~ se P =P,

0 sePl.>P].

Para que ndo haja incentivo a desvio para nenhuma firma, devemos
observar 7; = 0. E além disso, como as firmas sdo idénticas, elas cobrardo o
mesmo prec¢o e vao dividir o mercado: ¢; = (1 — P;)/2. Dai:

2

: . 1
])iqi_q_l:():})i:i:})i:_

2 2 5

Este € o equilibrio de Nash desse jogo de Bertrand.



— Equilibrio de Cournot:

Primeiramente vejamos o problema de maximizagao de lucro da firma 1.

2
]anx Pgq, -C(q)) = ]\/.Zax ‘h[ _(ql +q2)]_q71

CPO: ¢)1-(q,+9,)-q,—¢,=0

_ 1-¢q,

q, 3

A firma 2 resolve um problema semelhante e dai temos:

_ 1-g,

9, 3

Como as firmas sdo idénticas (tém os mesmos custos), temos que, em
i . . * * ,
equilibrio, elas produzem a mesma quantidade: ¢; = ¢, . Dai:

%ZTI

* * 1
q, :‘hzz

Esta ¢ a quantidade produzida por cada firma em equilibrio de Cournot-
Nash.

— Equilibrio de cartel:

Como vimos, em um equilibrio de cartel, as firmas maximizam o lucro
total como se fossem um monopolista e entdo dividem o lucro.

Max PO-C(0) = Max 0f1-0]-Z-

LPO: 0)1-0-0-0=0

1
O=q+q: =73
Como as firmas sao idénticas, temos que:
1
9 =q; = 6
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Esta ¢ a quantidade produzida em um equilibrio de cartel.

(b) Seja a demanda inversa nesse novo mercado dada por P’ = a — x; € 0 novo
custo de producdo da firma 1 dado por C(q;, x;) = (q; + x1)°/2. Dai, o
problema de maximizagdo da firma 1 passa a ser dado por:

2
ZL/I,aXx Pg, +P'x, —C(q,x) = ]L{C)qu 4 [1_(q1 +92)]+x1 [a_xl]_ ((]1 +2XI)_
: l—qg. —
CPO: g 1-(g,+45)-a = (g, +x,)=0 = ¢, =%
Xl)a—x]—x]—(ql+xl)=0:>X]:a;%

Juntando as duas equagdes, temos:

)
o 5

9, = 3

3-3¢q,—a
q, = 82

Do item anterior sabemos que ¢g> = (I — g;)/3 (isso porque para a firma 2
nao mudou nada; o seu problema de maximizacdo continua o mesmo). Dai,
substituindo i1sso na equagdo encontrada acima para g; temos:

3—a—3(1_"1]
* 3

q, = 3
« 2-a
9, = 7
Xl:
21
« S+ta
q, 21

Estas quantidades caracterizam um equilibrio de Cournot-Nash.
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(a)

(b)

Se b =0, C; (q) = g e entdo custo marginal de 1 =1 <2 = custo marginal de
2. Dessa forma, acontece como na questao 5 (a): toda a demanda para a firma
1, com ela cobrando P; =2 —¢, & — 0.

Se b > 0, a firma 1 comeca a ter um custo quase-fixo (i.e., ¢ um custo fixo
pago caso produza alguma quantidade positiva). Assim, se dados a e b existir
um preco P’ pertencente ao intervalo (1, 2) tal que a firma 1 tenha lucro
positivo, entdo o equilibrio de Bertrand serd a firma 1 cobrar P; = P’ ¢ a
firma 2 cobrar P, = 2. Ou seja, a firma 1 fica com todo o mercado. Uma
condi¢do incial que devemos ter ¢ a > b, sendo nunca valerd a pena para a
firma 1 produzir. Para que ela possa cobrar um preco P’ <2 (um P’ =2 — ¢,
com ¢ — () e, conseqiientemente, ficar com todo o mercado e obter lucro nao
negativo, € preciso que (sem perda de generalidade, podemos fazer P’ = 2):

7, =Pq, —(q+b)=q,(P-1)=b=(a—P)YP-1)-b>0
(a-2)2-1)-b=a-2-b>0
b<a-2

Agora, se b > a — 2, entdo ndo havera tal P’. Assim, ela cobrard um preco
P’ > 2 e a firma 2 cobrara P, = P’ — ¢ e ficara com todo o mercado. Neste
caso, o equilibrio de Bertrand serd P; =P’ e P, = P’ —«¢.
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